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1 Wstep

Prace rozpoczatem od przedstawienia znanego uktadu zaproponowanego przez
Edwarda Nortona Lorenza (patrz [1] lub [3]), ktéry jest ukladem trzech nie-
liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych, wykazujacego wrazliwosé na
warunki poczatkowe co uniemozliwia dtugoterminowe przewidywanie zacho-
wania tego uktadu. Nastepnie wprowadzitem wielomiany charakterystyczne
(patrz [1]), aby méc zbadaé jego jakoSciowe zachowanie w celu zbadania
stabilnosci tego uktadu. Mozemy zauwazy¢ obecno$é¢ konwekcji Rayleigha-
Bénarda przy pewnych okreslonych warunkach. W dalszej cze$ci wprowadzi-
tem rownania konwekcji, aby przej$é¢ do wyprowadzenia uogélnionego mode-
lu Lorenza, ktory zostal zaproponowany przez Prof. Wiestawa Macka i Dr.
Marka Strumika w pracy [2] z 2010 roku. Autorzy otrzymali ukltad czterech
nieliniowych rownan roézniczkowych zwyczajnych na podstawie scenariusza
Rayleigha - Bénarda stosujac ogdlne podejscie magnetohydrodynamiczne.
Uktad ten zalezny jest od czterech parametréw. Zmienna X jest proporcjo-
nalna do intensywnosci ruchéw konwekcji tak jak i w standardowym modelu
Lorenza. Zmienne Y i Z opisujg profil temperatury. Dodatkowo w uogdl-
nionym modelu Lorenza autorzy wprowadzili nowa zmienng W zalezna od
czasu, ktora opisuje profil pola magnetycznego wywotanego przez konwekcje
namagnetyzowanego ptynu. Nastepnie przeprowadzitlem analize modelu, to
znaczy zbadatem stabilnos¢ punktow krytycznych i zbadatem wystepowanie
bifurkacji Hopfa w zaleznosci od parametréw kontrolnych. Oczekiwaé mozna
roznych typow bifurkacji Hopfa w uogélnionym uktadzie Lorenza. Ponadto,
krétko opisalem dtugoterminowe zachowanie uktadu. Analiza ta sugeruje, ze
przedziat liniowej stabilnosci uogélnionego uktadu Lorenza musi by¢ znacznie
szerszy niz dla standardowego modelu Lorenza (wy = 01 o, = 0).



2 Wyprowadzenie modelu Lorenza

W nastepujacym rozdziale postaram sie przedstawié¢ krétkie wyprowadzenie
modelu Lorenza, ktory, jak sama nazwa wskazuje, zaproponowany zostat
przez Amerykanskiego matematyka Edwarda N. Lorenza w pracy [3]| z 1963
roku. Skrécone wyprowadzenie przedstawione zostalo w dodatku A oraz B
w ksiazce H. Schuster, W. Just [4].

Rozwazmy eksperyment Rayleigha - Bénarda (ktéry przedstawiono na
Rysunku 1). Stan cieczy opisany jest przez pole predkosci v i pole tempera-
tury T'(x,t). Podstawowe réwnania, ktére opisuja ten system to:

1. rownanie Naviera-Stokesa:

dv

Py = F — Vp+ uV3 (2.1)

2. réwnanie (dyfuzja) przewodnictwa cieplnego:

dT 9
R T 2.2
o kY (2.2)

3. réwnanie ciggtosci:

d
d_i + div(pv) =0 (2.3)

z warunkami poczatkowymi

T(x,y,z=0,t) = To+ AT
T(x,y,z=h,t) = Tp.

gdzie p oznacza gestos¢ ptynu, p to jego lepkosé, p to ci$nienie, k to prze-
wodnictwo cieplne oraz F' = pge, to zewnetrzna sita w kierunku e, wzgledem
grawitacji.
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Rysunek 1: Rolki konwekcyjne i geometria w doswiadczeniu Bénarda

Aby uproscié¢ obliczenia, zaktadamy, ze

o uktad jest niezmienniczy ze wzgledu na przesunigcia w kierunku y tak,
ze rolki konwekcyjne rozciagaja sie do nieskonczonosci, jak pokazano
na Rysunku 1,

» zalezno$¢ At od wszystkich wspélezynnikéw oprocz p = po(1 — aAt)
moze by¢ zaniedbana (aproksymacja Boussinesqa).

Wtedy réwnanie cigglosci przyjmuje postac

ou Ow

o + 5, 0, zu = v, oraz w = v,, (divv=0) (2.4)
i wygodnie jest wtedy wprowadzi¢ funkcje ¥ (z, z,t) z
0 0
u= —a—f oraz w = a—;b (2.5)

taka, ze réwnanie (2.4) jest automatycznie spetnione.
Nastepnie wprowadzmy odchylenie 6(z, z,t) od liniowego profilu tempe-
ratury
AT
T(x,z,t) =Ty + AT — T +0(zx, z,1). (2.6)

Uzywajac réownan (2.5) i (2.6), podstawowe réwnania, wedtug Saltzmanna
9], moga by¢ zapisane w postaci

0o, _ 00, V) 4 00

EV Y = - oz, 2) +vVi + gas— (2.7)
o, o8 ATop
ge = o) . + kV= (2.8)
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gdzie
d(a,b) Jda 0b 0Oa Ob

Iz, 2) or 9z 0z Oz
ot o ot

gdzie v = 1/ pg jest lepkodcia kinematyczna, i wyrazenie zawierajace ci$nienie
zostalo wyeliminowane przez wziecie rotacji z réwnania Naviera - Stokesa.
Aby uprosci¢ réwnania (2.7) i (2.8), Lorenz [3] uzyt nastepujacych warunkow
poczatkowych:

0(0,0,t) = 6(0, h,t) = 1(0,0,t) = (0, h, t) = V*(0,0,t) = V2 (0, h,t) =0

(2.9)
oraz zachowal tylko wyrazenia najnizszego rzedu rozwiniecia w szereg Fo-
uriera 1 i f oraz zaproponowal nastepujace przyblizenie:

1 —saQ %1/1 — V/2X () sin (W—hax> sin (%h)
= V2Y (t) cos (W—hax) sin (%h> (2.10)
—Z(t) sin (2%2)

gdzie a jest wspétezynnikiem ksztaltu (zobacz Rysunek 1) oraz, jak pisze
E. Lorenz w [3], R, = ma~2(1 + a?)? jest warto$cig krytyczna znaleziona
przez Rayleigha. W pracy powiedziane jest takze, ze jej minimalna wartoscia
gdy a® = 5 jest R, = 27m*/4.

Dalej, wstawiajac pierwsza i druga réwnosé z (2.10) do réwnan (2.7) i (2.8)
i pomijajac wyzsze harmoniki, dostaniemy w koricu model Lorenza [3]:

X = —0X+oY (2.11)
Y = - XZ+rX-Y (2.12)
Z = XY -bzZ (2.13)

gdzie kropki oznaczaja pochodne w stosunku do znormalizowanego czasu
7 = 7wh72(1 + a®)kt, 0 = v/k jest liczbg Prandtla, b = 4(1 + a?)~! oraz
r = R/R. < AT jest zewnetrznym parametrem kontrolnym.



3 Analiza stabilnosci i poczatek konwekcji i tur-
bulencji w modelu Lorenza

Zapiszmy réownania Lorenza [3] (to znaczy (2.11), (2.12) i (2.13)) w bardziej
zwiezty sposéb .
X =F(X) (3.1)

oraz przeprowadzmy linearyzacje wzdhuz punktow statych, ktére otrzymuje-
my przez poréwnanie prawej strony réwnan (2.11)-(2.13) do 0.

= —0X+o0Y (3.2)
0 = —XZ+rX—Y, .
0 = XY bz (3.4)

7 (3.2) mamy X =Y. Nastepnie z (3.4) jest X = v/bZ. Wstawiajac teraz X
do (3.3) dostajemy VbZ(r — 1 — Z) = 0. Stosujac podstawienie Z'/2 = H
otrzymujemy H = 0lub H = /r — 1,skad Z = 0 lub Z = r—1. Podstawiajac
znalezione Z do (3.2) i (3.4) mamy X =Y =01lub X =Y = /b(r — 1).
Stad

X, =0; Xy=(EVb(r—1); £/b(r—1); r—1), (3.5)

ktore okreslone sg przez
F(X;2)=0 (3.6)

Pierwszy z punktéw stalych X; = 0 odpowiada przewodnictwu cieplnemu
bez ruchu cieczy i jego macierz stabilnosci ma postac

-0 o 0
OFl [ 21 (3.7)
0Xilx, \o o —b

Jego réwnanie charakterystyczne przyjmuje wtedy postaé:
P(A) = —(a+X) (14N (b+N) —ra(—b—X) = (b+N) (N2 +(c+1)A+o(1—7)) = 0

oraz jego warto$ci wtasne sa nastepujace

—(c4+1)x+/(c+1)2+4(r—1)o
5 ;

Ap = A3 = —b. (3.8)
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Rysunek 2: JakoSciowe zachowanie wielomianu P(\)

Zatem X; = 0 jest stabilny tzn. wszystkie wartosci wlasne sa ujemne dla
0 < r < 1. Konwekcja Bénarda pojawia sie przy r = 1, gdyz wtedy Ay = 0
i wlasnie wtedy przyjmowany jest drugi punkt staly, to znaczy Xa (ktéry
odpowiada poruszajacym sie rolkom jak przedstawiono na Rysunku 1).

Dodatkowo dla » > 0 mozliwe sa dwa inne znalezione wczesniej punkty
stale C* to znaczy Xy = (dc, ¢, 7 —1), gdzie ¢ = 1/b(r — 1), odpowiadajace
konwekcyjnym ruchom okreznym odpowiednio lewoskretnym i prawoskret-
nym, analogicznie do stacjonarnej rotacji kota w lewo lub w prawo. Macierz
stabilnosci dla Xy ma postac:

— 0
OF o o
=11 =1 ¢ | ;e=Hybr—1). (3.9)
0X;lx,

Jego wartosci wtasne to pierwiastki wielomianu trzeciego rzedu

PA) ==+ N1+ N0b+N) —Fo+bb+ ) —cF(o+)) =
N4+ (e+b+ DA +b(0+7r)A+2bo(r —1) =0. (3.10)

Widzimy, ze dla » = 1 wielomian upraszcza si¢ do stopnia drugiego i roz-
wiazujac proste rownanie algebraiczne otrzymamy A\; = 0,y = —0b oraz
A3 = —(0+1) tzn. punkt staly konwekcji jest marginalnie stabilny dla poczat-
ku konwekcji, a Rysunek 2 ukazuje, ze jest stabilny dla1l < r < r;. Dlar, < r.
dwie z wartosci wtasnych, staja si¢ zespolone tzn. pojawiaja si¢ dwa cykle gra-
niczne ktore sg stabilne tak dtugo jak cze$¢ rzeczywista wartosci zespolonych
warto$ci wlasnych jest mniejsza od zera. Dla r = r. te czesci rzeczywiste



staja sie zerami tzn. mamy dwie wartosci wlasne \ = +iw. Wstawiajac war-
tosci czysto urojone do wielomianu charakterystycznego (3.10) otrzymujemy
nastepujacy uktad rownan:

—iw® — (0 4+ b+ 1)w? + b(o + r)iw + 2bo(r — 1)
iw? — (0 + b+ w? = b(o + r)iw + 2bo(r — 1)

0
0

Dodajac stronami powyzsze réwnania, a nastepnie wylaczajac przed nawias
oraz przenoszac na drugg strone wyraz w? dostajemy réwnanie

20b(r — 1
w2_0(7" )

= A1
o+b+1’ (3.11)
a stad juz
20b(r — 1)
=4/ —>". 3.12
“ o+b+1 (312)

Wstawiajac otrzymane powyzej w do pierwszego z réwnan uktadu, a potem
przyroéwnujac czesé¢ rzeczywisty i czesé urojona do zera otrzymanego wielo-
mianu, cze$¢ rzeczywista nam sie wyzeruje, a z czesci urojonej czyli

20b(r — 1) (b(r to)— M) —0, (3.13)

oc+b+1 oc+b+1

dostaniemy wartos$¢ krytyczng parametru r = r. wykonujac podstawowe ope-
racje algebraiczne, to znaczy wytaczanie przed nawias i przenoszenie na druga
strone réwnania. Znaleziony parametr ma postac:

_o(c+b+3)

= .14
e oc—b—1 (3.14)

Jest to wartosé¢ krytyczna parametru kontrolnego r dla stacjonarnej konwek-
cji. Stad, jesli o < b+ 1, to zadna dodatnia warto$¢ r nie spelnia (3.14)
i stacjonarna konwekcja jest zawsze stabilna. Jesli jednak o > b + 1, to sta-
cjonarna konwekcja jest niestabilna dla odpowiednio duzych liczb Rayleigha.
W naszym przypadku r. = % ~ 24.7368, czyli dla a = 10 oraz b = %,
co zaproponowal Saltzmann w 1962 roku (zob. [9]). Dla wartosci wigkszych
niz r. cykle graniczne staja sie niestabilne (zespolone wartosci wlasne maja
dodatnie czesdci rzeczywiste) i tu pojawia sie chaos. Analiza ta jest zgodna
z numerycznym wynikiem przedstawionym przez Lorenza [3], ktéry odkryt

9



chaotyczne zachowanie uktadu dla ¢ = 10,6 = 2 i dla . wickszego niz

24.7368. ’

Przejdziemy teraz do proby wyprowadzenia uogélnionego uktadu Loren-
za, ktéry pierwszy raz zaproponowany zostal przez W. M. Macka i M. Stru-
mika w pracy [2] z 2010 roku.

Zaczniemy od wyprowadzenia réwnan konwekcji, na podstawie publikacji
W. M. Macka [1] z 2018 r.

4 Roéwnania konwekcji w plynie z polem ma-
gnetycznym
Wiemy, ze lepkie namagnesowane ptyny powinny zachowywaé si¢ zgodnie

z trzema podstawowymi réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi (zobacz P.
Bergé, Y. Pomeau, C. Vidal [11]) tj:

dv 1 B> (B-V)B

— = —Vp+-—)+——+vViv 4§ 4.1
dt PR T b
dB 2
dT 9
R T 4.
- kV>T, (4.3)

gdzie v, 1 i k oznaczaja odpowiednio lepkosé¢ kinematyczna, magnetyczng lep-
kos¢ dyfuzyjna i przewodnictwo cieplne danej cieczy. Oprocz podstawowego
prawa Naviera - Stokesa, réwnanie (4.2) i (4.3) opisuje odpowiednio magne-
tyczng adwekcje - dyfuzje oraz przewodnictwo cieplne. Jak zwykle, dla stan-
dardowych modeli konwekeji w plynie z polem magnetycznym, lepka dyfuzja
jest uwzgledniona w przedostatnim wyrazie réwnania (4.1), lepkos¢ w ostat-
nim wyrazie réwnania (4.2), a w réwnaniu (4.3) zachowane jest tylko prze-
wodnictwo cieplne, podczas gdy wyrazenia zwiazane z Ohmowym i lepkim
ogrzewaniem sg pomijane (zgodnie z Schuster [4] lub Landau [10]). Jednak
nawet te nieco uproszczone réwnania magnetohydrodynamiczne (MHD) sg
trudne do rozwigzania wprost, gdyz zachodzg zmiany w czasie i przestrzeni,
% = % +v -V, predkosci v przeptywu, temperatury 7" wraz z gestoscia masy
p 1 ci$nieniem p i zmiany pola magnetycznego B. Wygodnie jest zdefiniowac
predkosé Alfvéna vy = B/(uop)'/?, ze staly przenikalnoscia magnetyczna
w prézni fug.

10
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Rysunek 3: Schemat geometrii dla konwekcji hydromagnetycznej

W réwnaniu (4.1) f oznacza site wypornosci. Dla problemu Rayleigha -
Bénarda [12] (patrz. Rysunek 3) pod wptywem pionowego pola grawitacyj-
nego ze stalym przyspieszeniem g, skutkuje to w sile wypornosci f = pg.
Schematy tego standardowego scenariusza poziomej (0$ x) warstwy lepkiego
plynu o wysokosci h i wspotezynniku ksztattu a pokazano na Rysunku 3 (brak
zmian w kierunku y) i przedstawiono w rozdziale Dodatek w Schuster [4] lub
Landau [10]. Ptyn ogrzewany jest od dotu przy oddziatywaniu pionowego
gradientu temperatury (o$ z) 6Tp. Jak zwykle biorac staty wspdtczynnik /3
bierzemy pod uwage zwiekszenie objetosci f wyrazenia p = po(1—B(T —1Tp)),
ale tym razem ptyn traktowany jest jako niescisliwy, p = po (jak dla aprok-
symacji Oberbecka - Boussinesqa [14]).

Teraz jednakze, w poréwnaniu z klasycznym problemem Rayleigha - Bénar-
da (patrz. Rysunek 1), w badaniach zajmujemy sie [1] efektem umieszczonego
w ptynie pola magnetycznego. Naturalnie w przypadku ptynu niescisliwego
mozemy uzy¢ funkeji potencjatu ¥ zdefiniowanej przez v =V x ¢ i podobnie
- wektor potencjalu A speliajacy oprécz réwnania (4.2) takze V- v = 0
iv-B=0.

Mozna by oczekiwaé, ze w przypadku cienkiej poziomej warstwy istot-
ny powinien by¢ wptyw zewnetrznego pola magnetycznego. Jesli poczatkowe
pole magnetyczne Bg zastosowane (wzdtuz osi x) przez dodanie predkosci
Alfvéna v9 = By/(popo)*/? i pomijajac ewentualne pionowe pole, mozemy
zapisaé¢ poszczegblne zakldcone potencjaly w postaci ¢ = {0,¢(z, 2,t),0}
i A/(popo)’? = {0, a(x, 2,t) —vapz,0}. Zwyczajowo O(z, z,t) opisuje odchy-
lenie od liniowego profilu temperatury T'(z, z,t) = Ty + 6To(1 — 2) +0(z, 2, t)
w réwnaniu (4.3).

W przypadku przepltywu dwuwymiarowego, (co zrobit Saltzmann w [10]),
stosujac rotacje rownania (4.1) zaréwno cieplna, jak i izotropowa cze$¢ cisnie-
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nia magnetycznego zostaly wyeliminowane, lecz anizotropowe cisnienie linii
sit pola magnetycznego (B-V)B/(uop) powinno nadal by¢ wazne. Zauwazmy
nastepnie, ze pierwsze wyrazenie (B - V)v prawej strony réwnania (4.2) od-
powiedzialne jest za zmiany przeptywu predkosci v w przestrzeni w danym
czasie wzdtuz konwekcyjnego pola magnetycznego B. Jest to najwyrazniej
wazniejsze niz mozliwe wyrazenie adwekcji (v - V)B, jak pokazal A. Obe-
rbeck [15] (dla stalego pola magnetycznego By to wyrazenie znika). Dlatego
tez w przypadku konwekcyjnego ruchu zamrozonego w ptynie pola magne-
tycznego, stosuje sie tu tylko konwekcyjne wyrazenie (B - V)v, jak pokazali
W. Macek i M. Strumik [2] lub W. Macek w [1]. W ten sposéb, z podsta-
wowych rownan (4.1) - (4.3), uzyskuje sie nastepujace réwnania potencjatu
strumienia 1, magnetycznego potencjatu perturbowanego o i odchylenia od
liniowego profilu temperatury 6 (tj. bez rolek konwekcyjnych):
9, o, V2) 1 9(a,V3a) By 0

O o2 _ Y o2 4 ov
atvw o(z.2) +/L0P e +,uo,03 Via+vV 1/1+gﬁ , (4.4)

0

A, Via) N d(a, V21)

0
i 2 B 2 4
atv (z, 2) (z, 2) 08 ViVt (4.5)
L O <a2a B 6%4) B <a2w B a2¢> ’
0rxdz \0x? 022 0x0z \0x? 022/’
oraz
0 O, 0) 6Ty O 2
0 =— 9, 4.
TR e S S (4.6)
gdzie Jakobian zdefiniowany jest przez
Oa.b) _ 0adb _dab n
d(z,z)  0xrdz 0z0x
oraz operator czwartego stopnia zdefiniowany jest jako
4 4 4
V= (V) = a— + 9 + PR (4.8)

ozt 0z* 0x20z?
Trzeci i czwarty wyraz prawej strony réwnania (4.4) wynika (zob. [1]) z dru-
giego wyrazu réwnania (4.1), (4.5) jest nowe i (4.6) jest takie samo jak dla
nienamagnetyzowanej cieczy (patrz Lorenz [3]). Wykorzystujemy wolne wa-
runki brzegowe, podobnie jak w klasycznym modelu Lorenza, tzn. wszystkie
trzy funkcje ¥, o i 6 oraz ich Laplasjany powinny znikaé¢ przy z =01i 2z = h.
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5 Uogdblniony model Lorenza

Predkosé i pole magnetyczne w réwnaniach (4.1) i (4.2) spelniaja (jak zauwa-
zyt W. Macek w [1]) te same warunki V-v =01 V-B = 0, wigc rozwinigcie
w szereg Fouriera dla predkosci i magnetycznego potencjatu powinny by¢ po-
dobne. Mozemy zatem, tak jak Rayleigh [12] szukaé rozwiazan potencjaléw
¥ i «a dla predkosci $redniej oraz predkosci Alfvéna w podwdjnej niesyme-
trycznej postaci (uwzgledniajac parametr a) rozwiniecia w szereg Fouriera
(patrz [9]):

U(z, 2, t) = ! —Za2 kV2X (t) sin (%x) sin (%z), (5.1)
alx,z,t) = ! _;a2 KV2W (t) cos (%x) sin <%z> (5.2)

Oczywiscie, jak wida¢ z réwnania (4.3), temperatura ma troche inna postac,
i dla odpowiadajacej funkcji € zachowujemy takie same wyrazenia pierwszego
i drugiego rzedu jak w réwnaniach Lorenza [3]

O(x,z,t) = Be 5To\/§<Y(t) oS (W—a:p> sin <zz> — Z(t)sin <2—7Tz>> (5.3)
TR, h h h

W tréjwymiarowym modelu Lorenza, oprocz zaleznej od czasu zmiennej
X proporcjonalnej do intensywnosci ruchu konwekcyjnego, pozostate dwie
zmienne Y i Z opisuja profil temperatury w réwnaniu (4.3), podobnie jak
w poprzednim rozdziale dla zwyklego uktadu Lorenza [3]. Ponadto, w przy-
padku namagnesowanego ptynu wprowadzona zostala (zobacz W. Macek, M.
Strumik [2]) dodatkowa zmienna W zalezna od czasu, opisujaca profil pola
magnetycznego powstatego w wyniku konwekcji ptynow zgodnie z rownania-
mi (4.1) i (4.2), jak opisaliémy w réwnaniu (5.2).

Stosujac przyblizenie (B - V)v =~ (Bg - V)v w réwnaniu (4.2), dostali$émy
(W. Macek, M. Strumik [2] oraz W. Macek [1]) z ogdélnych réwnaini hydro-
magnetyzmu (4.1) — (4.3) model opisany przez cztery réwnania rézniczkowe
ZWyczajne:

X = —0X+o0Y —wW, (5.4)
Y = —XZ+4+rX-Y, (5.5)
Z XY —bZ, (5.6)
W woX — oW, (5.7)
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gdzie kropki, po lewej stronie rownan, oznaczajg pochodne wzgledem znorma-
lizowanego czasu 7 = (1+ a?)k(w/h)?t oraz 0 = v/k to liczba Prandtla (sto-
sunek lepkosci kinematycznej do przewodnictwa cieplnego) i b = 4/(1 + a?).
Ponadto wy to nowy parametr kontrolny symbolizujacy bezwymiarowsg ma-
gnetyczng czestotliwosé. Jak zawsze, r = R,/R. jest parametrem kontrol-
nym uktadu proporcjonalny do gradientu temperatury 67y, lub liczby Ray-
leigha R, = gBh*dTy/(vk) znormalizowanej przez warto$¢ krytyczna R, =
(1+a?)*(m?/a)?.

Dodatkowo do uktadu Lorenza [3], wprowadzony zostal dodatkowy pa-
rametr kontrolny (oznaczenie W. Macek, M. Strumik [2] oraz W. Macek [1])
proporcjonalny do poczatkowego natezenia pola magnetycznego By = |By|
zastosowanego w uktadzie wzdtuz osi X, (patrz Rysunek 3) to znaczy zde-
finiowany zostal on jako zwyklta bezwymiarowa czestotliwo$¢ magnetyczna
wo = Vao/Vo, gdzie vy = 4k /(abh). Ostatni wyraz w réwnaniu (5.4) pocho-
dzi od anizotropowego ci$nienia linii sit pola magnetycznego (B - V)B/(uop)
w réwnaniu (4.1).

Podobnie, pierwszy wyraz réwnania (5.7) wynika z (B - V)v z prawej
strony réownania (4.2), opisujacego zmieniajacy sie przeptyw wzdluz kon-
wekeji pél magnetycznych (W. Macek, M. Strumik [2]). Oczywiscie oprdcz
liczby Prandtla o = v/k, wlasciwosci namagnetyzowanego ptynu scharakte-
ryzowane sa przez parametr lepkosci o, = n/k (stosunek oporu wlasciwego
i przewodnictwa) pojawiajace sie¢ w rownaniu (5.7) i wynikajace z ostatnich
wyrazen w réownaniach (4.2) i (4.3). Zauwazmy, ze sprzezenie pierwszego
i czwartego z réwnan uogdlnionego ukladu Lorenza tzn. (5.4) i (5.7) oraz
drugiego z trzecim tzn. (5.5) i (5.6) daje dwie wygladajace podobnie pary,
ktére sa wzajemnie sprzezone zmiennymi (W, X) i (Z,Y). Zatem stwierdzi¢
mozemy (tak jak zauwazyl W. Macek [1]), ze czterowymiarowy uktad (5.4)
- (5.7) wydaje sie by¢ jeszcze bardziej symetryczny niz klasyczny model Lo-
renza [2].

Prébowano juz analizowac¢ duza liczbe modeli konwekeji ze zredukowana
liczbg parametréow (patrz Saltzmann [10]). Nalezy jednak pamietaé o fun-
damentalnych trudnosciach w wykryciu nisko wymiarowego zachowania sie
danych eksperymentalnych lub obserwowalnych, dla wymiaru korelacyjnego
wiekszego niz okoto pie¢ (zob. G. Rowlands, J. C. Sprott [17]). Dla uktadéw
dynamicznych wymiaru wigkszego niz ten prog, metody analizy szeregdéw cza-
sowych nie pozwalaja na doktadne rozréznienie pomiedzy nisko wymiarowsa
dynamika, a losowymi danymi, szczegdlnie w obecno$ci dynamicznego szu-
mu. Spodziewaé sie zatem mozna probleméw z falsyfikowalnoscig modeli 5
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lub wiecej wymiarowych. W tym kontekscie ten stosunkowo nisko wymiaro-
wy uogdlniony model W. Macek, M. Strumik [2] jest w stanie w zaskakuja-
co bogaty sposéb przedstawi¢ zachowanie dynamiczne w czterowymiarowej
przestrzeni fazowej.

Nim przejde do szerszej analizy modelu, warto wspomnie¢ o jego zastoso-
waniach (patrz [1, 2, 8]). Potencjalne mozliwe zastosowania analizowanego
modelu sg nastepujace:

1. pltynne wnetrze jadra Ziemi (model geodynamiczny);

2. wnetrza stonca i gwiazd, w tym masywnych gwiazd z ciezkimi pier-
wiastkami (eksperyment Brite’a);

3. plamy stoneczne i dziury koronalne;

4. ruch w magnetosferze i heliosferze, a nawet w przestrzeni miedzy-
gwiezdnej i miedzygalaktycznej;

5. plazmy zwiazane magnetycznie w urzadzeniach do przeprowadzania
kontrolowanej reakcji termojadrowej (zwanych tokamakami);

6. nanourzadzenia i mikrokanaty w nanotechnologii.

6 Analiza modelu: stabilno$s¢ punktéow kry-
tycznych i bifurkacje, zachowanie dtugoter-
minowe

Przy uzyciu uogélnionego uktadu Lorenza, réwnania (5.4) - (5.7) mozemy
zapisa¢ (jak zaprezentowano w W. Macek, M. Strumik [2] lub W. Macek [1])
w nastepujacy sposob:

X4+ 0X+(or—w)X = —o0(Y + X2Z)+ opweW (6.1)

W+ o, W+wgW = owy(Y — X). (6.2)

Widzimy, ze obie zmienne X i W spetniaja rownania dwoch sprzezonych
ttumionych oscylatorow liniowych. Jednakze wyrazenia po prawej stronie
réwnan (6.1) i (6.2) moga by¢ interpretowane jako nieliniowe sity napedza-
jace. Teraz jednak sprzezenie X, W oraz Y, Z jest lepsze dzigki polu magne-
tycznemu B. W szczegdlnosci gdy wy = 0, to sprzezenie to zanika (po lewej
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stronie réwnania (6.2), W znika i zostana tylko r6zniczki W), wiec zmienna
W zostaje sttumiona przez magnetyczng lepkosé¢ (patrz réwn. (5.4) i (5.7)).

Punkty krytyczne uogdlnionego uktadu Lorenza (5.4) - (5.7) mozemy
otrzymaé (patrz [1]) podobnie jak dla zwykltego uktadu Lorenza (czyli tak
jak robilidmy to w rozdziale 3, lub tez Schuster w rozdziale Dodatek A oraz
B [4] dla ukladu trzech réwnar). Mianowicie zaczynamy od przyréwnania
prawej strony uogoélnionego uktadu Lorenza do zera

0 = —0X+0dY —wW, (6.3)
0 = —XZ+rX—Y, (6.4)
0 = XY —bZ, (6.5)
0 = wX —o, W, (6.6)

Uktad (6.3) - (6.6) ma tylko dwie nieliniowosci: wyrazenia kwadratowe XY
i XZ. Pierwszym punktem krytycznym jest trywialne C° = (0,0,0,0). Zaj-
miemy sie teraz znalezieniem takze punktow nietrywialnych. W tym celu
przeksztalcamy réwnanie (6.6) do postaci X = V. Wstawiajac nastepnie
znalezione X do (6.3), po odpowiednich operacjach dostajemy W (%32 +wo) =
oY, skad Y = %(‘f—; + wp). Dalej, wstawiajac Y 1 X do (6.4) oraz odpo-
wiednio przeksztatcajac powstate réwnanie otrzymamy 7 = r — 1 — Uﬁ‘i =
r— (14 e), gdzie e = % (oznaczenie wprowadzone w W. Macek [1]) jest
magnetycznym parametre?n kontrolnym, a o i 0,,, to wartosci charakteryzuja-
ce zwyczajne kinetyczne i magnetyczne wiasciwosci ptynu. Nastepnie z (6.4)
mamy XY = bZ = b(r — (1 +e)), skad Y = b(r — 1(1 + e))/X. Ponadto,
z réwnania (6.4) mamy X (1 +¢e) =Y, skad X? = %ﬁ:e)) oraz pierwiast-
kujac obustronnie dostajemy juz X. Wykonujac odpowiednie przeksztatce-

nia i podstawienia, otrzymamy W = i% oraz Y = *dve+ 1, gdzie

d = /b((r — 1) — e) (ponownie oznaczenie z W. Macek [1]). Zatem drugim
i trzecim punktem krytycznym sg

C* ={+d/\/(1+e),£d\/(1+e),7r — (1+e),£(0/wo)de/+/(1 +¢e)}

Jak zawsze analize zaczniemy od trywialnego punktu krytycznego C° =
(0,0,0,0) oraz dwoch niezerowych punktéw krytycznych C£. Stabilno$é uogdl-
nionego uktadu Lorenza moze by¢ analizowana przez poszukiwania pierwiast-
kow wielomianu charakterystycznego. Aby otrzymac ten wielomian zapiszmy
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najpierw jego macierz stabilnosci. Przyjmuje ona postaé

—0 o 0 —wp
r—Z -1 =X 0
Y X b 0

Wo 0 0 Om

(6.7)

do ktérej podstawiamy znalezione punkty krytyczne odpowiednio C° oraz
C#. Dla trywialnego punktu krytycznego C° = (0,0, 0, 0) macierz stabilnosci
znacznie sie upraszcza, ma postac

—0 o 0 —wy
r —1 0 0
0O 0 —=b O (6.8)

wWo 0 0 Om
Wtedy wielomian charakterystyczny przyjmuje nastepujaca forme

PN =XN+XN1+b+0o—0,)—boo, +broo, + buwi+
N(b+o+bo—10—0,— b0y, — 00, +wi)+ (6.9)
ANbo —bro —bo, — 00, —boo, + 100, + W + bw?).

Mozna go jeszcze uprosci¢ do postaci
PA) =M+ 1+b+0—0,)N+
(c+b(1+0—0y)—0m—0(r+ —0oy,) +wi)\2+

(r— D)oo, +wi +b(r —1+0,) +wd) A+
b((r — 1)oom, + wd)

(6.10)

Przy wspomnianych parametrach e, o i 0,,, i przy powyzszym wielomianie
charakterystycznym z W. Macek [2] wynika, ze punkt krytyczny C° jest
stabilny dla 0 < r < rg, gdzie warto$¢ krytyczna rp = 1 4+ e moze by¢
interpretowana jako warto$¢ charakterystyczna liczby Rayleigha dla poczatku
konwekcji w bifurkacji widtowej. Ponadto mamy tutaj inng warto$é¢ ro zwang
punktem Takensa-Bogdanova (zobacz F. Takens [18]), spetniajaca warunek:

s 1+0
1l — o,

wi=o rp=(0c+on)/o/(1 —om) (6.11)

w ktorym jesli w? jest wicksza niz warto$¢ dana w powyzszym réwnaniu, to

punkt krytyczny C° podlega bifurkacji Hopfa, co moze by¢ odpowiedzialne
za chaotyczne rozwigzania.
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Z drugiej strony, znalezione wczesniej (patrz tez W. Macek [1]) niezerowe
punkty krytyczne dane sa przez

C* ={+d/\/(1+e),£d\/(1+e),r— (1+e),£(c/wo)de/+/(1 +e)}.

Zajmiemy sie teraz tym przypadkiem, to znaczy dla punktow krytycznych
C* macierz stabilnoéci przyjmuje bardziej skomplikowana algebraicznie po-
stac

—0 o 0 —Wo
r(ofwo)de//(L+e) -1 *d/(I+e) 0 (6.12)
+d\/(1 + ) +dy/(1+e¢) —b 0 |
Wo 0

0 Om

Réwnanie charakterystyczne jest wowczas réwnaniem algebraicznym czwar-
tego rzedu. Ma on stosunkowo dtuga i skomplikowana postac

PA) =X+ (1+b+0+0,)\+
(0m+00m+w§—%+b(a+0m+ room ) A24

oom+g 6.13
b(o‘(?‘ _ 924 Um> + w2 (om—2) + raam(a+am)>>\+ ( )
20((r — 1)oo, —wd)

Om O0m +UJ3

jednakze stosujac nastepujace podstawienia (zaproponowane przez W. Macek
[1]) zalezne od parametréw modelu, czyli ag = 2b((r — 1)o,,0 — wi),a; =
bo(r—1+¢)+om(c+1+c)+wi(l—2/0,)),as = bloym +0+c+ 1)+
om(oc+1)+wi(1—-1/0,,) oraz az = 0, + 0 + b+ 1, gdzie ¢ = (o,0(r — 1) —
wd)/(omo +wd) = r/ro — 1 oraz upraszczajac odpowiednio wyrazenia stojace
przy A i A? wielomian ten mozna zapisa¢ w krétkiej formie

P(A) = M+ a3\’ + a)? + a1\ + g = 0. (6.14)

Stabilnos¢ uktadu moze by¢ analizowana przez poszukiwania pierwiast-
kéw powyzszego wielomianu charakterystycznego.
Przypomnijmy w tym miejscu, ze ukltad jest stabilny tak dlugo jak czesci
rzeczywiste wszystkich warto$ci wlasnych A1, Ao, A3, A4 sa mniejsze od zera.

Punkty krytyczne C* sa stabilne (zob. W. Macek, M. Strumik [2]) dla
ro < r <ryg,gdzie rg =14e, ar = rgy to wartos¢ krytyczna dla ktorej uktad
traci stabilnos$¢ i pojawia sie bifurkacja Hopfa. Oczywiscie liczba krytyczna
ro dla poczatku konwekcji wzrasta na skutek oddziatywania pola magnetycz-
nego By, wiec pole magnetyczne moze ustabilizowaé¢ konwekcje w zwigzku
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z wygladem rolek konwekcyjnych. Jednakze jesli rozwazymy oscylacje rolek
konwekeyjnych jak przedstawiono w modelu (5.4) - (5.7), wplyw indukowa-
nego pola magnetycznego na ruch ptynu jest duzo bardziej skomplikowany
(co zobaczy¢ mozna w standardowych ksiazkach o magnetohydrodynamice
L. D. Landau [11], T. G. Cowling [16]).

W zasadzie nawet w tym bardziej skomplikowanym przypadku wartosé
krytyczna rgy dla ktérej pojawia sie bifurkacja Hopfa, gdzie wielomian ma
pare zespolonych wartosci wlasnych A; o = Fiw, moze by¢ uzyskana anali-
tycznie. W rzeczy samej, zacznijmy od podstawienia pod wartosci wlasne (dla
wielomianu (6.14)) dwdch pierwiastkéw czysto urojonych iw oraz —iw. W ten
sposéb otrzymujemy nastepujacy uktad dwoch réwnan czwartego rzedu

4

wt — iazw?

— apw? +iaw + ag = 0,

wh + iasw? — asw? — iayw + ag = 0.

Dodajac powyzsze réwnania stronami otrzymujemy uproszczony wielomian
czwartego rzedu w? — asw? + ay = 0. Stosujac nastepnie pomocnicze podsta-
wienie w? = v, znajdujac pierwiastki powstatego wielomianu drugiego rzedu
i ponownie wstawiajac znalezione v do w? otrzymujemy w = +[(ay & (a3 —
4ag)'/?)/2]'/2. Nastepnie podstawiamy otrzymane wyrazenie do pierwszego
rownania z powyzszego ukladu réwnan i zapisujemy otrzymany wielomian
w postaci zespolonej A+iB = 0, gdzie A = w*—asw?+ag oraz B = ajw—asw?.
A nam sie wyzeruje, natomiast z B dostajemy réwnosc¢

ar(£[(az % (a3 — 4a0)'?)/2]"/?) — as(£[(az * (a3 — 4a0)'?)/2]?)* = 0.

Widac, ze po podstawieniu wezesniej zdefiniowanych wielkosci ag, a1, as oraz
as, posta¢ wyrazenia jest dhuga i zawita, wiec do znalezienia szukanego wy-
razenia r = ry mozemy wykorzysta¢ odpowiednie oprogramowanie takie jak
na przyktad Wolfram Mathematica 12 lub jezyk R. Do rozwigzania tego pro-
blemu postanowitem wykorzystaé program Mathematica (tak jak W. Macek
w [1]). Otrzymana ogdlna forma ry jest oczywiscie bardzo dluga i skom-
plikowana, zalezna od trzech innych parametrow modelu tj. magnetycznej
liczby Prandtla o,,, liczby Prandtla o i geometrycznego parametru b. Tylko
dla ustalonych wartosci (najczesciej o = 10 1 b = 8/3, zob. tez W. Macek,
M. Strumik [2] lub E. Lorenz [3]) ta formuta (ry jako funkcja parametru o,,)
daje sie zapisa¢ w uproszczony sposoéb w kilku linijkach. Préba znalezienia
rozwigzania bez ustalania wyzej wymienionych parametrow, konczy sie anu-
lowaniem operacji w programie Mathematica 12 i wyswietleniem komunikatu
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mowiacego, ze przekroczono czas obliczeniowy. Zwigzane jest to ze zbyt duza
ztozono$cig. Przy obydwu ustalonych parametrach, znaleziona postaé¢ rg to

rig = (1600,,(0,,(20 + 0,) + w2) (190, + 3w2)) 1 (=57008 — 27wl —
—03 (7790 + 147w?) + o2 (22400 — 1739w32 — 9w;y) + o3, (782400 — 1240w3 —
—9wg) + 02w (108680 + 312wi + 9w) + 0 (27T4ws + 66ws + ((1/02,(41+
+30,)2(100,, + w?)2(0d (1760 + 1902,)2 + 202 (63360 + 0 (8000-+
(17364 + 190, (=8 + 30.m))))w2 + 02 (—9264 + 0, (8000 + 0,y (5210+
+9(=18 + 0,n)0m)) )i — 60,36 + 01 (4 + 0 (=43 + 30.)) JwS+
+9(—1 + om)?wp)))/?))
(6.15)
Zauwazy¢ oczywiscie mozna (patrz tez W. Macek [1]), ze dla nie namagne-
tyzowanego ptynu (z wyg = 010, = 0) mamy ¢ = r—1 oraz ag = 0, a stad row-
nanie (6.14) redukuje si¢ do wielomianu trzeciego stopnia (z a; = 2bo(r — 1),
az = b(o +r) oraz a3 = 0 + b+ 1). W ten sposéb mozemy zweryfikowaé, ze
formuta ry = o(0+b+3)/(c—b—1) dla tréjwymiarowego uktadu Lorenza [3|
moze by¢ sprowadzona przy wartosci ry = 470/19 dla o = 10,b = 8/3 (patrz
rozdziat 3). Gdy parametr kontrolny r przekroczy te wartosé, czesci rzeczywi-
ste wartosci wlasnych staja sie dodatnie i punkt krytyczny traci stabilnosé, co
skutkuje chaotycznym zachowaniem rozwigzan klasycznego uktadu Lorenza.

Mozemy zatem oczekiwaé réznych typoéw bifurkacji Hopfa w uogdlnio-
nym uktadzie Lorenza [3]. Oczywiscie gdy punkty krytyczne przestaja by¢
stabilne, wykresy bifurkacji staja sie wyjatkowo skomplikowane (patrz T. Li,
J. Yorke [19] lub A. Sarkovskii [20]). Powyzsze rozwazania zostaty przedsta-
wione na nastepujacych Rysunkach 4, 5 oraz 7.
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Rysunek 4: Wizualizacja wartosci parametru ry dla ktérego pojawia sie
bifurkacja Hopfa.

PrzejdZzmy teraz do analizy wykresow. Rysunek 4 wizualizuje wartosci
parametru ry dla ktérego pojawia sie bifurkacja Hopfa i uktad (5.4) - (5.7)
traci stabilnos¢. Doktadniej chodzi o to, ze wartosci ry zostaly wyznaczone
w przestrzeni parametréw kontrolnych wy € [0, 35] i o,,, € [0, 10]. Kolor biaty
oznacza wartosci ry, ktore nie moga by¢ wyznaczone analitycznie z uwagi na
brak rozwigzan rzeczywistych.

Ponadto, z Rysunku 4 zauwazy¢ mozemy, ze parametr ry dla uogélnio-
nego modelu Lorenza moze przyja¢ bardzo duze wartosci. W szczegdlnosci
najwieksze wartosci ry sa przyjmowane gdy obydwa wy i 0, sa odpowied-
nio duze lub gdy wy > 20 oraz o, < 0.5 (patrz prawy dolny rég Rysunku
4). Analiza ta sugeruje, ze przedzial liniowej stabilnosci modelu (5.4) - (5.7)
musi by¢ znacznie szerszy niz dla standardowego modelu Lorenza (wy = 0
io,=0).
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Rysunek 5: Zaleznosé parametru ry od wy dla szesciu réznych o, (przy
ustalonych parametrach o =101 b = 8/3).

Zastanowmy sie teraz nad zaleznoScia parametru ry (opisanego przez

réwnanie (6.15)) od szesciu réznych wartodci magnetycznej liczby Pradtla o,,.
Z Rysunku 5 wida¢, ze gdy wg = 0, to dla dowolnego o, wartos¢ ry jest réwna
jak dla standardowego ukladu Lorenza [3], czyli rg = 470/19. Widzimy
takze, ze wartosci ry dla o, = 1 (fioletowa krzywa) rosng wolniej dla wy
niz gdy o, = {2,...,6}. Pokrywa si¢ to z Rysunkiem 7 oraz analogicznym
wykresem w W. Macek i M. Strumik [8]. Tylko dla bardzo matych wy mamy
podobne wartosci ry dla kazdego z przypadkow o,,.
Zauwazmy, ze czym wieksza jest wartos¢ parametru o,,, tym mniejsza rézni-
ce wida¢ w zalezno$ciach funkcyjnych. Jedynie wspomniana wartos¢ o, = 1
oraz ewentualnie o, = 2 odréznia si¢ od reszty zaleznosci. Wraz ze wzrostem
wartosci tego parametru widzimy coraz mniejsze uwypuklenie. Ponadto za-
uwazy¢ mozemy, ze czym wieksza jest warto$¢ parametru o, tym wickszy
jest obszar bez mozliwosci oscylacji (por. Rysunek 7).
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Rysunek 6: Zaleznosé parametru rg od wy dla trzech kolejnych o, (przy
ustalonych parametrach o =101 b = 8/3).

Przejdzmy teraz do przypadku, gdy o,, jest mniejsze od 1. Patrzac na
Rysunek 5 oraz 6 zauwazamy znaczaca zmiane w zaleznosciach funkcyjnych.
Gtoéwna zmiana to brak cigglosci przedstawionych krzywych. Te przerwy to
odcinki, w ktorych funkcja nie jest okreslona. Oznaczajg one wartosci, ktére
nie moga by¢ wyznaczone analitycznie, gdyz ry nie ma rozwiazan rzeczy-
wistych na okreslonym przedziale wy. Jak pokazali W. Macek i M. Strumik
[1, 8] dla matego wspétezynnika dyfuzyjnego, np. o,, = 0.1, uktad 4 wymia-
rowy przejawia ruch hiperchaotyczny dla znormalizowanej liczby Rayleigha
r > 454.7. Rozwiazania sg wtedy zbiezne do dziwnych atraktoréow hipercha-
otycznych, dtugoterminowe oscylacje cyklu granicznego nie sg wtedy mozli-
we. Wracajac do rysunku widzimy, ze krzywe najpierw bardzo szybko maleja
(dla 0, = 0.110.5), a nastepnie odwrotnie niz jak na Rysunku 5 czym wiek-
sza jest wartosé¢ o,, tym wolniej rosng wartosci ry od pewnego momentu.
Ten odcinek, na ktérym nie istnieja rozwigzania rgy jest znacznie dtuzszy
dla 0, = 0.9 niz dla o, = 0.5, wiec mozemy wnioskowa¢, ze czym wicksza
jest warto$é¢ o, € [0,1] tym wiekszy jest przedzial nieciagtoéci zaleznosci
funkcyjnych.

W ogélnosci, Rysunki 4, 5 i 6 daja nam wazng informacje o zachowaniu
uktadu (5.4) - (5.7). Po pierwsze, dla duzych wartosci wy > 20 wpltyw o,
na bifurkacje Hopfa staje sie znaczacy tj. uklad pozostaje liniowo stabilny
dla szerszego przedziatu wartosci parametru kontrolnego r. Po drugie, dla
pomijalnie matego o,,, obszar stabilnosci blisko punktow rownowagi wzrasta
wraz ze wzrostem wy. Po trzecie, czym mniejsza jest wartos¢ wy, tym mniejszy
wplyw ma o, na stabilno$¢ uogélnionego uktadu Lorenza. Zauwazmy jeszcze,
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ze fioletowa krzywa (na Rysunku 5), czyli dla o, = 1, pokrywa sie z pozioma
krzywa na Rysunku 7 (patrz tez W. Macek, M. Strumik [2]).

Zachowanie dlugoterminowe

~d o

Brak oscylacji

0 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Q)

Rysunek 7: Linie ciagte oddzielaja rézne zachowania dynamiczne
dlugoterminowe (przy ustalonych parametrach o = 10, b = 8/3 oraz
om =1).

W uogélnionym uktadzie Lorenza [3] bezposrednie przejscie do chaosu jest
mozliwe tylko dla pewnego przedziatu pola magnetycznego opisanego przez
magnetyczny parametr kontrolny wy, ktory zawiera gestosé¢ liczby czastek
(patrz W. Macek [1]). Przedstawione to jest na Rysunku 7 [2] ukazujacym
plaszczyzne rozpieta przez dwa bezwymiarowe parametry r i wg, gdzie roz-
rozni¢ mozemy trzy obszary rézniace sie zachowaniem dynamicznych rolek
konwekeyjnych: jeden z nich bez mozliwosci oscylacji dtugo okresowych, drugi
z oscylacjami periodycznymi i trzeci z chaotyczna dynamika. 7Z punktu wi-
dzenia teorii uktadéw dynamicznych - sg to trzy mozliwosci odnoszace sie do
sytuacji, w ktorej trajektorie uktadu dynamicznego opisane przez uktad réw-
nan (5.4) - (5.7) sa przyciagane przez odpowiednio punkty krytyczne (réw-
nowaga), cykle graniczne i chaotyczne atraktory. Na przyktad biorac wy = 2
i zwigkszajac r mozemy zaobserwowacé bezposrednie przejscie z punktu kry-
tycznego do chaotycznego atraktora, podobnie do tego co zaobserwowalismy
dla standardowego uktadu Lorenza. Jednakze dla wickszych wartosci wy np.
wp = b, model przewiduje okresowe oscylacje dla pewnych posrednich warto-
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$ci r pomiedzy stanem bez oscylacji (dla matego r), a chaotyczna dynamika
(dla duzego r). Z drugiej strony dla ustalonego r = 30, zwiekszajac wy moze-
my zaobserwowaé przejscie od chaosu do oscylacji okresowych, a nastepnie
z oscylacji okresowych do nieoscylujacych rolek, co przedstawia stabilizujacy
wplyw pola magnetycznego na dynamike. Co ciekawe, dla r = 20 zwigksza-
jac pole magnetyczne (wg) wywotujemy chaotyczne oscylacje dla pewnego
przedziatu wy, ktére potem zostang sttumione dla nadal rosngcego pola ma-
gnetycznego. Zauwazmy, ze parametr kontrolny wg zalezy od natezenia pola
magnetycznego oraz Sredniej gestosci, stad powyzej opisane przejscia moga
by¢ uzyskane przez zmiane jednej z tych wielkosci. Bifurkacji Hopfa moze-
my spodziewa¢ wzdtuz poziomych linii wyznaczajacych granice dla rozwigzan
punktow krytycznych; pionowa linia oddziela rozwigzania okresowe od nie-
okresowych (chaotycznych).

7 Podsumowanie

W tej pracy zbadalis$my niektére wlasnosci uogdlnionego 4 wymiarowego mo-
delu Lorenza (zaproponowanego i analizowanego w pracach [1, 2, 8]), ktére
opisuja ztozonosé konwekeji hydromagnetycznej. Jak odkryt Lorenz (w 1963
r. [3]), chaos deterministyczny wykazuje wrazliwosé na warunki poczatkowe,
co prowadzi do nieprzewidywalnosci dtugoterminowego zachowania systemu
(efekt motyla). Stosujac przyblizenia zwigzane z konwekcja w namagneso-
wanym ptynie, dynamike pltynéw mozna opisa¢ uktadem czterech réwnan
rozniczkowych zwyczajnych. Jest to wtasnie wspomniany uogélniony model
Lorenza dla namagnesowanego ptynu. Wzorujac sie na autorach, udato sie
pokazac, ze ten model ukazuje catkiem intrygujace wtasnosci. Okazuje sie, ze
zachowanie tego uktadu moze by¢ dosy¢ skomplikowane. Jest to jednak dosé¢
zaskakujace, ze moze by¢ on wyprowadzony z petnego zbioru rownan réznicz-
kowych czastkowych. Zawite zachowanie rozwigzan wynika z nieliniowo$ci,
a nie ze ztozonych praw oraz teorii. W szczegolnosci, rézne rodzaje skompliko-
wanych zachowan sa ze soba $cisle powiazane w zaleznosci od dwéch parame-
tréw kontrolnych modelu. Doktadniej, poprzez zwigkszenie poczatkowej roz-
nicy temperatur i natezenia pola magnetycznego mozna przechodzi¢ pomie-
dzy réwnowaga (punkt staly) oraz rozwiazaniami asymptotycznymi nieokre-
sowymi (chaotycznymi) i okresowymi (cykl graniczny). Najszerszy zakres sta-
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bilnosci liniowej uktadu uzyskuje sie dla wy > 20 (o0 = 10,0, # 1,b = 8/3).
W dodatku, wptyw indukowanego pola magnetycznego na wtasnosci cieczy
moéglby by¢ znacznie bardziej zawity niz prosty efekt stabilizujacy przewidy-
wany przez uproszczong analize wptywu pola magnetycznego na ruch kon-
wekeyjny (jak w T. G. Cowling [15]). Jest to potwierdzone przez identyfikacje
pewnych fizycznych sytuacji, gdzie stabe pole moze mie¢ silny destabilizujacy
wplyw na ptyn (zob. A. Bajer, K. Mizerski [20]).

Warto wspomnie¢, ze dynamika nieregularnych ruchéw w lepkich cie-
czach magnetohydrodynamicznych wcigz nie jest wystarczajaco dobrze zna-
na (patrz np. W. Macek [21]), choé¢ istnienie nisko-wymiarowego atrakto-
ra w plazmie kosmicznej byta juz postulowana (patrz np. W. Macek [21]).
Zauwazmy takze, ze wymagany jest dlugi czas obliczen z wykorzystaniem
dostepnych zasobéw obliczeniowych - wybrany przeze mnie program Wol-
fram Mathematica 12, aby uzyska¢ odpowiednie wyniki. Uogdlniony uktad
Lorenza ukazuje skomplikowane zachowanie wynikajace z nieliniowosci, wiec
przyczynia on si¢ znacznie do rozwoju teorii chaosu. Ten wcigz bardziej ogol-
ny model nieliniowy moze pozwoli¢ rozjasni¢ nature konwekcji hydromagne-
tycznej, pomagajac zidentyfikowaé chaotyczne i zlozone zachowanie w roz-
nych warunkach. Model zaproponowany zostal jako uzyteczne narzedzie do
analizy zachowania intermitencyjnego réznych srodowisk, w tym konwekcji
planet i gwiazd. Uzyskane wyniki moga by¢ wazne do wyjasnienia proce-
sow prowadzacych do pojawiania sie nieregularnych, nieokresowych zjawisk
w przyrodzie.
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Dodatek

W dodatku znajduja si¢ kody Zrédlowe z programu Wolfram Mathematica
12.2.0

Posta¢ wielomianu P(\) (6.13) - (6.14):
-0 0 0 —w0
r—4 -1 =X 0
Y X b 0
w0 0 0 —om
Out: bA%0 + b\%om +bA® + bAgom — 26\ — 22 1 hAw0? + bAr + 2bAro +
BAO 4 j \rom+2braom +3brw0? — 2boom — 2bw0? + Noom + Mo — 290
Nom + Nom + Nw0? 4 N 4 A3 10 g2
In: FullSimplify[ powyzsze |
Out: (A +om) (bo(A+2r —2) + bAAN+7) + NN+ 0 +1)) +
+ w02 (bom(A+3r—2)+A(r—1)(2b4+A)+Aom(A+r))

In: p= (A +om) (bo(A+2r — 2) + A +7) + N2\ + 0 + 1)) +
+ w02 (bom(A+3r—2)+A(r—1)(2b+N)+Aom(A+r))

In: p = Collect[p, A]
Out: A3 (b+o+om-+1)+A2 <br +bo + bom + C=D9 L om 4 om w02> +

In: CharacteristicPolynomial A

A <2br0 + 2b(r—1)w0? + brom + boom — 2bo + bw0? + rw02> +2broom+3brw0®—

om

2boom — 2bw0? + \4

Podstawienia zalezne od parametrow modelu:

In: a0 = 2b ((r — l)oom — w0?);al =b(o(c+r—1) +om(c+o+ 1)+ (1 — Z) w0?);
a2 =b(c+o+om+1)+ (c+1om+ (1 - -)wd* a3 =b+o0+om+ 1;
(r—-1)oom-w0? = w02 .

C = =
ocom+w0? ’ oom’

Parametr kontrolny rg:

3
In: Last [Solve lal \/% (\/ a2? — 4a0 + a2) — a3\/% <\/ a2? — 4a0 + a2> =0, 7‘”
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In: rH = Out[6]]
In: rH2 = FullSimplify[rH|

Wykresy:

In: ContourPlot[rH,{w0, 0,35}, {om, 0,10}, PlotTheme— > ” Detailed’, Frame Label— >
{{HoldForm[om|, None}, { HoldForm|[w0], None}}, Plot Label— > HoldForm|Bifurkacja
HopfarH|, LabelStyle— > {GrayLevel|0]}, Plot Points— > 100, Color Function— >

" TemperatureMap”]

In: plot = Showlsl, s2, s3, s4, s5, s6]; Legended|plot, Line Legend[{Orange, Blue, Brown,
Red, Green, Purple}, {"om = 6”,7om = 5","om = 4" 7om = 3","om =

277’770m — 17 }H

In: plot = Show[s01, s05, s09]; Legended|plot, Line Legend[{ Blue, Red, Brown},{"om =
0.17,7om = 0.5”,"om = 0.9” }]]
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